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1. Présentation du modele

Nous allons étudier une file d’attente a un serveur. Le flot d’arrivée des
clients est un processus de Poisson de parametre A (il arrive un seul client
a la fois). Les durées de service des différents clients sont des variables
aléatoires indépendantes, de méme loi, toutes indépendantes du processus
des arrivées. La discipline de service est toujours premier arrivé, premier
servi.

On rappelle les deux caractérisations du processus de Poisson : un processus

de Poisson de parametre A peut donc étre défini

— soit a partir de ses instants (T;);en+ de sauts (ici les arrivées des clients),
en disant que la suite des 1; = T; — T;_; des intervalles ") entre deux sauts
consécutifs est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi exponentielle de parametre A ;

— soit a partir de sa fonction de comptage N(f) = }_; 1o<T,<; (icile nombre
de clients arrivés entre les instants 0 exclu et ¢ inclus), en disant que N(¢)
est a accroissements indépendants et que pour tout couple (z,s) de réels
(t =0, s > 0) I'accroissement N(t + s) — N(¢) suit une loi de Poisson de
parametre As.

Lorsque la loi de service est exponentielle, de parametre p, le nombre de
clients présents — en attente ou en service — est un proccessus markovien
de sauts. La théorie des proccessus markoviens de sauts montre que si A <
un régime d’équilibre s'établit @ ; elle permet de calculer dans ce cas

1. On pose Tg =0.

2. Cette condition est intuitive : elle exprime que la durée moyenne d'un service (1/)
est strictement inférieure a la durée moyenne (1/A) d'un intervalle interarrivées, ou encore
que le nombre moyen A de clients arrivant par unité de temps est strictement inférieur au
nombre moyen p de clients qu’il est possible de servir par unité de temps.
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— laloi du nombre X, de clients en attente en régime stationnaire :

Vk=0, PXe=k)= (1 - %)(%)k

— laloi du temps de réponse R, (attente plus service) d'un client en régime
stationnaire (R, suit une loi exponentielle de parametre pu—A) :

t
0

On ne cherchera pas a établir les résultats ci-dessus, ils seront retrouvés au
cours de I'étude qui suit.

2. Cas d’une loi de service quelconque

Lorsque la loi de service n’est pas exponentielle, le nombre X; de personnes
présentes dans le systeme au temps ¢ n’est plus un processus de Markov.
En effet le temps de service restant a fournir pour le client en cours de
service dépend a priori du temps déja passé a étre servi (la loi exponentielle
est la seule loi a densité possédant la propriété d’absence de mémoire).
On ne peut donc plus utiliser les techniques des processus markoviens de
sauts. Le fait que les arrivées soient un processus de Poisson va cependant
nous permettre d'utiliser une technique markovienne. Nous allons mettre
en évidence une chaine de Markov incluse dans le processus, il s’agit du
nombre de personnes présentes dans le systeme aux instants de sortie de
chaque client.

Soient (S;),=1 les instants de sorties des clients. Appelons Y, le nombre Xg |
de clients présents a I'instant S,, ou encore juste apres ® I'instant S ,.

Proposition1. — La suite (Y,),>1 des nombres de clients présents dans le
systeme aux instants de fin de service est une chaine de Markov a valeurs
dansN.

Idée de peuve. — Appelons K,, le nombre de clients arrivés pendant le ser-
vice du n-ieme client. On a la relation :

6] Yn+1 =Y — 1ly,50 +Kpt1

en posant Yy égale a 0. On en déduit que (Y,,) est une chaine de Markov. [

3. Les trajectoires du processus X; sont continues a droite, donc Xg, = Xsr-



Suggestion 1: compléter la démonstration ci-dessus.

Laloi de K;;, lorsque le temps de service o, du n-ieme client vaut ¢, est une
loi de Poisson de parametre A¢ (loi conditionnelle sachant 6, = ). La loi
de K;, s'obtient en intégrant cette loi conditionnelle par rapportalaloide o :

00 At k
(2) qr =P(K, =k) :f e""% dP, (1)

0 !
avec P, loi de service. La chaine de Markov (Y;);eny @ comme matrice de
transition :

o 91 42 g3 (a
o 91 42 g3 (a
0 g0 .1 g2 qs

P=10 0 q @ @
0 0 Oq() q1

Comme tous les gy sont strictement positifs, il est clair que cette chaine est
irréductible sur N et apériodique.

Sauf au point 0, cette chaine est identique a la marche aléatoire définie
par Zp41 =Zn+ (Ky41— 1) et Zg =0, ou les (K;) sont indépendantes. Les
propriétés des marches aléatoires sur Z sont bien connues. Si la moyenne de
la loi des sauts (E(K;, — 1) ici) est nulle, la marche est récurrente nulle. Sila
moyenne est strictement positive, la marche est transiente et tend vers +oo.
Si la moyenne est strictement négative, la marche est transiente et tend
vers —oo.

Suggestion 2 : montrer que E(K,,) = AE(0) et démontrer la proposition sui-
vante en comparant les suites (Y,) et (Z,,).

Proposition 2. — La chaine de Markov (Yy,)nen est récurrente si E(o) < 1/A
et transiente dans le cas contraire.

On pose p = AE(0) (quotient des temps moyens de service et d’interarrivée),
la condition de la proposition précédente s’écritp < 1.

Si p =1, la chaine (Y,,) est récurrente, elle admet donc une mesure inva-
riante 7, unique a une constante multiplicative pres. Léquation d’invariance



s’'écrit :

(3) mo=miqo +moqo
T =T2qo +T1q1 +Toq1
T =T340 +T241 t142 +To g2
T = Tk+1490 +Tq1 +tTk-142 +-e +T1qk +To gk

Il est possible de calculer la fonction génératrice g de la mesure invariante n
(8(S) =X nen sknk) en fonction de celle de la loi des K;;, h(s) =) ,en squ. En
multipliant la k-iéme équation du systeme (3) par sk*1 et en sommant en
diagonale, on obtient

_hs)(s—-1)

(4) g(s) Ry

1.

Suggestion 3 : préciser le calcul ci-dessus et établir le résultat suivant en
faisant tendre s vers 1 dans la formule (4).

Proposition 3. — La chaine de Markov (Y,),en admet une probabilité in-
variante si et seulement si p < 1. La fonction génératrice de cette probabilité
invariante est donnée par :

3 h(s)(s—1)

(5) g(s) S h()

(1-p).

Suggestion 4 : déduire de (5) que si o est de carré intégrable, le nombre
moyen de clients présents aux instants de départ vaut en régime stationnaire
A?E(0?)
2(1-p)

On pourra chercher un développement limité a I’ordre 2 de & au voisinage
de s =1 et en déduire un développement limité a I’'ordre 1 de g.

E(Yoo) =p+

La théorie des processus de renouvellement permet de montrer que le com-
portement du processus (X;);>¢ est le méme que celui de la chaine (Y);>o.
Dans le cas stationnaire, le processus a la méme loi invariante que la chaine.

La fonction génératrice h des (K,), qui intervient dans I’expression de g,
n’'étant pas une donnée du probleme, il est intéressant de remarquer que h



s’exprime facilement en fonction de la transformée de Laplace £, de la loi
des services (utiliser (2) et permuter somme et intégrale) :

(©6) )= s qr = f T e NI G, (1) = Ly (A As).
k=0 0

Finalement, lorsque p < 1, la fonction génératrice de la loi invariante s’écrit :
) (s) = (s—1)Zs(A=As)
7 §18) = s—%Ls(A—As)

(1-p).

Suggestion 5 : retrouver a partir de (7) la loi de Yo, lorsque la loi des services
est exponentielle de parametre pL avec A < .

Cherchons maintenant a identifier le temps de séjour moyen R, (attente
plus service) d'un client en régime stationnaire. Les personnes présentes
dans le systeme au départ d'un client sont celles qui sont arrivées durant
son temps de séjour, donc si ce temps de séjour vaut £, le nombre de clients
arrivés pendant ce temps suit une loi de Poisson de parametre At et on peut
écrire :

00 k
(8) P(Yq = k) :f e_)‘t()\—t) dPg_ (1).

0 k!
En multipliant (8) par k et en sommant sur k, on obtient E(Y,,) = AE(R)
(formule de LiTTLE).

Suggestion 6 : En multipliant (8) par sk et en sommant sur k, montrer que
la transformée de Laplace de la loi du temps R, passé par un client dans
le systéme en régime stationnaire s’exprime simplement en fonction de la
transformée de Laplace de la loi du temps de service o :

(1-p)zLs(2)

z2+AZL5(2)— A

Retrouver la loi de Ry, dans le cas ou1 1a loi des services est exponentielle de
parametre g avec A < L.

9) LR (2) =

Suggestion 7 : Choisir une loi pour la durée des services (constante, uni-
forme sur [a, b] avec a = 0), exponentielle, etc.) et simuler un échantillon
de v.a. suivant cette loi a 'aide de SciLaB. Construire une trajectoire de la
suite (Y,) a partir de (1) (lorsqu’on connait la valeur de o, il est facile de
simuler K;;). On pourra faire afficher, cette trajectoire dans le cas p = 1, ou
I'histogramme des valeurs de la suite (Y,) (dans le cas p < 1). Comment
interprétez-vous cet histogramme dansle casp <1?
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